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Einleitung. 

Das tiefliegende Gesetz der Abhängigkeit der Klassenanzahl quadratischer Formen von ihrer 
Determinante ist seit 6auß des öfteren Gegenstand von Untersuchungen gewesen; insbesondere gebührt 
Dirichlet das Verdienst, diesen Zusammenhang zuerst klar erkannt und ein wandsfrei zur Darstellung 
gebracht zu haben. Ihm an Bedeutung gleich ist Eronecker, der die Dirichlet sehen Methoden aufnahm 
und erweiterte. Bedeutet D = l)^— ac die durch kein Quadrat außer 1 teilbare Determinante der eigent- 
lich primitiven Form: o . «, . « 

ax' + 2hxy + c^', 

so ist die Klassenanzahl dieser Form: 



oo 



«(^)-J2(l)i. 



n==l 



^ = -i-, log (T 4 UVl)) fär D > 0, ^ = -^L= für D < 0: 

T und ü sind die Fundamen tallösung der Feilschen Gleichung 

( — ) bedeutet das Jakobische Symbol. 

Hierbei besteht die Schwierigkeit hauptsächlich in der Ermittlung des Wertes der unendlichen Reihe : 
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71 = 1 



u)'ii' 



welche Aufgabe Dirichlet^) für die einzelnen Formen der Determinante auf doppeltem Wege gelöst 

hat. Die erste dieser Methoden besteht in der Umwandlung des Ausdruckes — mittels der bestimmten 
Integralform el : ^ 



und in einer dann folgenden Integi'ation , die zweite in der Anwendung der Gauß sehen Summen, mit 
deren Hilfe das allgemeine Glied durch eine endliche trigonometrische Reihe ersetzt und damit die ganze 

1* 



i _/,.-. 



Summe in eine unendliche trigonometrische Eeihe umgewandelt werden kann, deren Wert sich aus der 
Theorie dieser Reihen bestimmen läßt. 

So ergeben sich z. B. folgende Werte für S: 



P— 1 P—1 



«-.T?(i)2(-')*(?)-?75l'-T©12(p-)"^^ — ^. '-'(»•**)•, 



Ä = ^ A = 



Aus diesen Angaben geht sofort hervor, daß für positive Determinanten das Problem bei weitem 
schwieriger zu lösen erscheint als für negative. Die Beihe S ist eine bedingt konvergente Reihe, definiert 
durch die Gleichung: 



y> . -w^ ^ «o 



n = l ^ = n = l 

sie gehört zur Gruppe der Dirichl et sehen Reihen,, welche in einer Anzahl von Arbeiten näher untersucht 
worden sind, unter denen hier nur auf eine Arbeit von Hurwitz*) besonders verwiesen werden soll. 

Abgesehen von Kronecker, ist das Problem der Bestimmung der Klassenanzahl quadratischer 
Formen in letzter Zeit auch von anderen wiederholt in Angriff genommen worden. So transformiert 
z. B. Lerch^) im Anschluß an Dirichlet für negative Determinanten die Reihe: 

k = 1 

in die folgende: 

J^l OD 



^(-4— ^^(t)^ 



substituiert darin h = J -- Je und addiert die entstehende Gleichung gliedweise zur vorigen , woraus dann 
schließlich folgende Formel für die Klassenanzahl resultiert: 

Besondere Erwähnung betreffs der Formen mit negativer Determinante verdient ferner eine 
Arbeit von Hurwitz*), worin in tiefgehender Weise der Zusammenhang der Klassenanzahl mit den 
Koeffizienten gewisser Potenzreihen klargelegt wird, die man durch Entwicklung einiger gebrochener 
trigonometrischer Funktionen erhält. 

Des weiteren sind auch die elliptischen Funktionen als Ausgangspunkt gewählt worden. So findet 
De Seguier^) mit Hilfe einer von Kronecker gegebenen Transformation der -O*- Funktion den Ausdruck 

I D I 2 kJti 

K (D) log £ (D) = - 2 (f ) log (l - e> I ), i? (D) = { {T + UVd). 

Derselbe gilt zwar zunächst nur für negative Werte von D, zu ihm kann aber auch durch geeignete 
Substitution ein Analogen für positive Determinanten aufgestellt werden. 

Für den Fall positiver Determinanten seien zwei Arbeiten von Lerch®) und Hurwitz^) 
hervorgehoben. Versteht man nach Kronecker unter einer Fundamen taldiskriminante D der quadra- 
tischen Formen: « . , . « 

ax^+ hxy + cy^ 

eine Zahl Z>, die der Gleichung genügt: ^ ,, 

° ° B = lr — 4:aCj 



wobei a, b und c relative Primzahlen sind, so ist nach Lerch die Klassenanzahl dieser Formen darstellbar 
durch die Gleichung: ^ « 

cui.) . log MD) - . y? 2 © i/«--'^' + i: ©/'- ^"' 

m — 1 Y— m=l Iv 

'^ 2) Du 

wobei tt'eine willkürliche positive Größe und ( j das Legen dresche Symbol in seiner Verallgemeinerung 
nach Krone cker bedeutet. 

Hurwitz findet bei gegebener Determinante 2) folgende Ausdrücke für die Klassenanzahl h: 



h^^D^VB 
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2>*^ r + s ■*" ^ {n}-\-DY ^ \r + 5 + 2n "*" r + «-2«j 



rss=D « = 1 



Ä = u;;I>yi> 
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i)»-^ f + « "^ ^ (n* + -ö)'-" \r + « + 2w "^ r + «-2n/ 



r»=D « = l 



CO 



+ i)>^ (r + 5)»"'"-^ (nH-D)*-^ \(r+s + 2n)»"^(r+»-2n)V 



r9=D »1 = 1 



r«nn* + Z) 



Sowohl die Reihe von Lerch, als auch die von Hurwitz eignen sich trotz ihrer schwachen 
Konvergenz zur numerischen Berechnung, da ja die Klassenanzahl eine ganze Zahl ist, man also die sie 
darstellenden Reihen nur so weit zu berücksichtigen braucht, bis man sicher ist, daß der Betrag der 
vernachlässigten Glieder unterhalb 1 liegt. 

Schließlich verdient hervorgehoben zu werden, daß die mehrfach erwähnte Dirichletsche Reihe 
für negative Determinanten in neuester Zeit noch von Glaisher®) auf anderem Wege summiert worden 
ist. Er benutzt ähnlich wie Lerch die Partialbruchentwicklung der Kotangente und Kosekante und 
verwandelt mit ihrer Hilfe die unendlichen Reihen in endliche, die sich wiederum durch Anwendung der 
G au ß sehen Summen in die bekannten Formen bringen lassen. 

Die bei den bisherigen Betrachtungen auftretende Reihe ist nur ein spezieller Fall von Reihen 
der Form: _ ^ 

2(?)-^(«). 

wobei f{s) eine beliebige Funktion von s bedeutet. Tatsächlich sind nun außer dem Falle: 

m = { 

sowohl andere spezielle, als auch ganz allgemeine Funktionen in Betracht gezogen worden. Unter den 
Arbeiten, welche sich auf andere spezielle Funktionen beziehen, heben wir zunächst eine Arbeit von 
Lerch^) hervor. £r untersucht darin den Ausdruck: 

S^=^ ^-^^e'^^'^'^'^'K w relativ prim zu n. 

Ist dann d ein Teiler von «, -j-==d' auch ein Teiler von v, so daß v = ^ • <?', so ergibt sich aus obigem 
Ansatz für jedes d die Formel: ^ 

«.«- 2 ;, (-7) v^" ''■'""■ ■«■""' 

deren imaginäre Teile die Werte annehmen: 



t 



o (., ä) = Vä 2 (-: ) -" 'F f'^r ^---^-' (-«^ *)' 



v = l 

00 



v=l 



Vor allem aber werde auf eine Arbeit von Berger^^) verwiesen. In derselben betrachtet Berg er 
in systematischer Weise die Reihen: aj^i 



und '^ 

r = l 



V'- >' 



und definiert mit ihrer Hilfe eine neue Gattung von Zahlen und Funkjbionen, die er mit dem Namen 
von Bernoullischen Zahlen und Funktionen bezeichnet, die zur Diskriminante J gehören. 

Von Arbeiten, die sich auf das allgemeine Problem beziehen, ist mir nur eine solche von 
De Seguier^^) bekannt geworden. Ist f(s) eine in eine Fouriersche Reihe entwickelbare Funktion, 
so läßt sich hiemach die Sunmie: _. 

i (?) n') 



«=5i 



durch eine unendliche Reihe ausdrücken, die im wesentlichen von den Koeffizienten der Fouri er sehen 
Reihe abhängt. 

Mit derartigen allgemeinen Reihen beschäftigt sich nun auch die folgende Arbeit in erster Linie, 
und zwar nach Methoden, welche, soweit dem Verfasser bekannt, bisher noch nicht angewendet worden 
sind. Den Ausgangspunkt bildete die folgende Überlegung: 

Bei der Summierung von Reihen der Form: 



oo 



2 /'(« ^ »■*) 

r = l 

zeigt sich die sogenannte Eulersche oder Maclaurinsche Summenformel von hervoiTagender Bedeutung. 
Diese Formel ist mehrfach erweitert worden. Aus der Zahl der hierauf bezüglichen Arbeiten möge jedoch 
nur eine von Kraus e^^) besonders genannt werden, da dieselbe mit den späteren Untersuchungen in 
engstem Zusammenhange steht. 

Es firagt sich nun, ob nicht für Reihen der Form: 



20n') 



eine Formel gefunden werden kann, welche für deren Summation dasselbe leistet wie die Eulersche und 
die angedeuteten weitergeführten Summenformeln für die Reihen: 

00 

r = l 

Diese Frage konnte bejaht werden; es läßt sich in der Tat eine Formel der genannten Art aufstellen, 
und zwar sind die Elemente derselben die von Berger zuerst systematisch behandelten verallgemeinerten 
Bernoullischen Zahlen. Wir können zu ihr auf einem doppelten Wege gelangen, je nachdem wir die 
Eulersche oder die von Krause abgeleitete, im Gebiete der ultrabernoullischen Zahlen geltende Summen- 
formel zugrunde gelegt denken. 

Diese neue Formel wird sich gleich dadurch von Bedeutung zeigen, daß sich mit ihrer Hilfe 
Rekursionsformeln für diese speziellen Bernoullischen Zahlen finden lassen, die sich den von Krause ^^) 
entwickelten anreihen; ihr Wert besteht aber vor allem darin, daß sie eine neue Möglichkeit für die 
Auswertung der Dir ic hl et sehen Reihen und damit für die Bestimmung der Klassenanzahl quadratischer 
Formen, sowie überhaupt für die angenäherte Berechnung anderer zahlentheoretischer Reihen darbietet. 

Ehe wir jedoch in diese Untersuchungen über die Summenformel eintreten, soll gewissermaßen 
als Vorbereitung hierzu in einem besonderen Paragraphen der Zusammenhang festgestellt werden, der 



zwischen den von Berger eingeführten und den ultrabernouUischen Zahlen und Funktionen besteht, deren 
Theorie ausführlich von Krause^*) entwickelt worden ist.*) 

§ l. 

Entwioklnng der in einer Fundamentaldiskriniinante gehörenden Bemonlllschen Zahlen 
und Funktionen ans den nltrabemonllischen Zahlen und Funktionen. 

unter einer Fundamentaldiskriniinante im Sinne von Kronecker versteht man eine jede ganze 
Zahl ^, die keine positive Quadratzahl ist und eine der drei Formen besitzt* 

^= P, P- 1 (mod4), 
zi = 4P, P^— 1 (mod4), 
z^ = 8 P, P ^ 1 (mod 2), 

vorausgesetzt, daß P in jedem Falle eine durch kein Quadrat außer 1 teilbare Zahl bedeutet. 

Versteht man femer unter ( - j das Legen dresche Symbol in seiner Verallgemeinerung von 
Kro necker, der den bekannten noch folgende Bedingung hinzugefügt hat: 

und unter £ die positive oder negative Einheit, dergestalt, daß: 

eJ> 0, 



(.-y^ &)(&)' & ungerade, 



so gelten die Formeln: 
I. 

n. 
m. 



tj — l 

2'" 

r = l 



(f)-. 



IV. 



C-+I2) = (t) flir r > 0. ä > 0. 

(4) "h"'= (f ) (yj) für fc > 0, 






vsrobei 



(yj) ^Yj für ^ > 0, 

{y2)^i}/ZIj fttr^<0; 

Vjd und \ — A bedeutet die absoluten Beträge von yÄ und y-— J^. 

Durch Zerlegung der Gleichung IV in ihren reellen und imaginären Bestandteil erhalten wir noch: 






r= 1 



•) Die Theorie der ultrabernoulliBchen Zahlen ist auch noch von Ossäre gegeben worden; die nötigen 
Anjjraben über die Literatur finden sich in der zitierten Arbeit von Kraiise. 



8 

Wir wählen bei unseren Betrachtungen zunächst ^ > und legen die von Krause eingeführt«, 
als spezielle ultrabemouUische Zahl bezeichnete Größe zugrunde: 

in 1 = 1 ^ • ^ ' 

Mit den ultrabernoullischen Zahlen hin(ur)^ die durch die Gleichung definiert sind: 

0,(5 + 1)/*- 5^=0, 
steht dieselbe in folgendem Zusammenhang: 

in 

Lassen wir in dieser Größe r ein reduziertes Eestsystem mod J durchlaufen, multiplizieren beide 
Seiten der Reihe nach entsprechend mit (i)' (o)' '•' ("^TTt) ^^^ addieren die entstehenden J—1 
Gleichungen, so erhalten wir: 

^ \r) ^ '^^ \r}^ il^ + rf' "^-^ ^^^ -2j (iJ-r)*«' 

r=l in r = l 1 = ^ ' ^ r = l 1 = 1 ^ ^ 

Da nun (— ) = \TJTr) "^ (tTZ~)' ^^ dürfen wir hierfür auch schreiben: 

J—l («*r) J—l 00 ^—1 00 

r = l 8n r = l 1 = ^ ' ^ r==l 1 = 1 ^ ^ 

Beachten wir, daß in den Doppelsummen der rechten Seite jeder der Ausdrücke M + r und 
U — r sämtliche zwischen 1 und oo gelegene Werte annimmt, so gewinnen wir die kürzere Darstellung: 

r = l in A = l 

Nun lautet aber nach Berger die Definitionsgleichung der zur Diskriminante J gehörenden 
Bemoullischen Zahl J?(2w, -J): /=: « 

Führen wir diese Größe in die obige Gleichung ein und ersetzen gleichzeitig die Reihe ^ 
durch den angegebenen Wert, so geht unsere Gleichung über in die folgende: "a^ri 

(la) B(2«,^) = ^^^^„2(f)«''— ->-'■ 

Setzen wir jetzt J <C0 und wählen zur Untersuchung die ultrabemouUische Zahl <yj _i' 



<n 



00 

tt^^ X ^ f 1 1 ) f« 



r) =_J_ + >^( l ! \ 



u..= — 



Wir verfahren genau wie vorhin, setzen r = l,2, •••— -J — 1, multiplizieren mit dem ent- 
sprechenden Symbol \—)f addieren sämtliche linken und rechten Seiten der Gleichungen und erhalten: 

— // 1 — ^ — 1 00 — - ^ — 1 OD 

V (^) «(«r) = y M\ y i V M\ y i 



Substituieren wir ftlr ( j unter Anwendung von 11 und III in der ersten Summe der rechten 
Seite ( 1. . ) und in der zweiten — \~iT_rr ^^ orbalten wir die der früheren analoge Gleichung: 



j—i 



CO 



unter Berücksichtigung der Beziehungen: 

2(-lf l/^ 






vfi— 1 •/« _\2n — 1 



(«,) _ (-l)"-S-(2«)' 



wobei B(2n — 1^ A) die zur Diskriminante — /i gehörende BernouUische Zahl ist und c und ftg«—» den 
bekannten Bedingungen genügen, nimmt die Gleichung die Form an: 

Für den Fall n <= 1 ist die Untersuchung besonders zu führen. Wir benützen die Beziehung: 
und leiten daraus ab für » = 0, t? =^2iUri 



oder 






(f-).-pE|B(.,.)=2(£)^ 



i A 



, — 4/— 1 



r=l . 

Durch Zusammenfassung der Formeln (la) und (ib) erhalten wir noch das Resultat: 

B{m, A) = (- ir ii i^t-^D (M V M\ , ,_, (,^), . ^ > 2. 

Es ergibt sich also der Bats: 

Die Zahlen J?(wi, -J) leisten für w ^. 2 der Gleichung Genüge: 



für -J > gilt die Formel auch noch für w = l, für zi < tritt für w = 1 an ihre 
Stelle die folgende: . _^— 1 



r = l 



Nehmen wir jetzt wiederum -J > und denken uns nach dem Vorgange von Krause^*) eine 
in eine Fouriersche Reihe entwickelte Funktion /*(y) vorgelegt: 



rAA_ <^Q»^y 1 ^ ( C08(?z / + r)y co8(Zz/-r)y i 



2 



10_ 

Diese Kosinusreihe stellt für alle Werte von A im Intervalle ^ 3/ ^ tt eine Funktion dar, die 
in den Teilintervallen: 

- 2ä 2« 43r 2|) — 2 2j)« z^— 2 

ü 7-» — — -t ' • • 7C y-J • • • — 7C — 7C 

die resp. Formen hat: 22 2 

wobei die Konstanten f und g die Werte besitzen: 

1 Bin(2|) — 1)«*^ 



'2p 2 sin u 



1 



5j C08 2i)u^+2pBin(2|) — l)w^.Bint«^ ^^ 



r 



Lassen wir auch hier r ein reduziertes Bestsystem mod J durchlaufen, multiplizieren jede der 
entstehenden J — 1 Gleichungen mit dem entsprechenden Symbol ( — l und addieren schließlich s&mtliche 
linken Und rechten Seiten, so erhalten wir die neue Gleichung: 



2 (f ) m -2 (I) 2 ^Ww^ +2{t) 2 1^^ 



Ersetzen wir noch y durch 27cz und multiplizieren das Ganze mit . .^ > so haben wir auf diesem 
Wege aus f{y) eine neue Funktion F{z) gewonnen: 



^^ V ^Yj "S^/-^\ COS2ÄÄ0 



(2ä) 



welche in den Teilintervallen: 



— — i — - 1>-1 _ P_ ^-2 _ J^ 

die resp. Formen besitzt: 

Dabei sind die Größen Fp und Gp aus den Größen f^ und ^^ auf dieselbe Weise entstanden wie F(jg) 
aus f{y), sind also durch die Gleichungen definiert: 

^^"" -^ \r/ 2 8inu ' 



__ Ä '^ /^\ C0B2pt«^+2pßin(2i)-l)«^.ßinw^ 



Diese trigonometrischen Summen lassen sich durch einfachere ersetzen. Es gilt die bekannte Formel: 

sin (2 p — i)u^ l 

— 7r~- = ä" + cos 2ur+ cos 4: Ur+ '-• + cos 2 (ü — 1) Uy. 

r 

I>a nun: ^_^ ^ ^_j 

2(f)*2082Ä«r=(f)T^^ und ^(^y)-coiiat'^0, 

r = l r o" 1 

SO folgt sofort das Resultat: p.i 

*=1 



- - I • 
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Für ^ =a 1 wird Xi» 0, die Koginusreihe reduziert sich aaf das konstante Glied. Dehnen wir 
also die Formel auch auf das erste Teilintervall aus, so dürfen wir schreiben, da f-g-) "^ ^* 



p-i 



"'—^Sii) 



ib»0 



Für Gp schreiben wir femer, indem wir zerlegen: 

Jetzt können wir diese Summen einzeln betrachten und gewinnen zunächst aus der bekannten Formel: 

l-cosSp«^ 

— ^. == sin ttr + sin 3 i«r + sin 5 Ur + • • • + sin (2 p — 1) ttr 

r 

durch Division die folgende: ^ 

1 — coa 2«) u^ sin 3 u^ sin 6 u^ sin (2 p — 1) u^ 

z—L = 1-1 - 4 4- . I -— ~r. 

2 sin" u^ ' sin u. sin u^ ein u 

r TT T 

Diese erlaubt uns sofort, den ersten trigonometrischen Teil von Gt^ in eine für unsere Zwecke 
geeignete Form zu bringen: 

C08 2|)U^ 



sm „^ 



*v^r 1 r 1 1 1 

, «= -;-i 4 — + - - + cos 2 Wr + -5- + cos 2 «r + COS 4 <*r + • • • 

cos 2 f) v 2 r f) "I 

Bin««/ ° ginX - -* [f + (P - l)co8 2«,+ (i> - a)coB4«r+ • • • + C08 2 (p - l) M^J 

Somit ergibt sich: 

2(4) ^' -2(1) -^, - «'^^'(f ) c - •■)• 

Zur Berechnung von ^^ ( — j —r-^ — benutzen wir die bereits erwähnten Beziehungen: 
-^-1 //— 1 , , , 



r—l 



(f) « '.-.-i:(f ) 5^ i^^u- ^'^;r " ^<^- ^'- 



Diese Gleichungen liefern für m = 1 : 

//— 1 






Für V = 2iur folgt hieraus weiter: 



^— 1 ^— 1 



-i^ \r/ 2(1 — co82t*^) ^\r/^8m*u^ ^ ' ^ 



Wir erhalten demnach: j__^ 



r=l '^ 



2» 
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D«r andere Teil von Q-p enth&lt dieselbe trigonometrische Summe wiie fj,, Qp nimmt also 
schließlich folgende Gestalt an: 



<?« = 



Ä 



P 2J 



P-1 



p-1 



p-i 



r=:0 ' r=0 r=»0 



öp=2 7tyj^ 



^--1 



^(2.^)+i2(4)- 



r=sO 



Wir kehren nunmehr zu unserer trigonometrischen Reihe F(/) zurück. Dieselbe sollte in dem 
Teilintervall von bis ^« ^^ < /f , die Form besitzen: 



(Fp.27r;ef+G^p). 



2«z/ 



Durch Einsetzen der für die Eonstanten Fp und 6rp ermittelten Werte erhalten wir: 



VI 



rs=0 r = 



-B(^,^)-2{i)['-i\ 



r = 



Wir gewinnen also den Bati: 

Die trigonometrische Reihe F(z) stellt im Intervall 0<jef<— eine Schar 

gerader Linien dar; sie kann für jedes Teilintervall von ;g = bis ^» jp <-^, in 

die Form gebracht werden: 



2y^ ^/z/\ cos2Ä;Ä<f 



p-i 



Setzen wir in dieser Gleichung 1 — jef an Stelle von z^ also daß < 1 — je? < --» während z 

1 
nunmehr den Ungleichungen genügen muß l^z^ ^ > so geht die linke Seite in sich selbst über. Die 

Funktionswerte bleiben demnach dieselben, nur werden sie gerade in umgekehrter Reihenfolge durchlaufen, 

wenn wir dem Linienzuge in der ursprünglichen Richtung von z = - bis = 1 weiter folgen, so daß 

1 . 

die Gerade je; = — als Symmetrielinie für beide Kurvenh&lften aufgefaßt werden kann. Da überdies die 

Funktion F(/) auch dann in sich selbst übergeht, so oft man z um beliebige ganze Zahlen vermehrt, 
so kann die Gültigkeit des Satzes auf alle reellen Werte z'^O ausgedehnt werden, und zwar wird das 
Bild der Funktion in jedem, von zwei benachbarten ganzen Zahlen begrenzten Intervall stets dasselbe sein. 



Anmerkung: Nach Berger ist: 



r=l 



Setzen wir diesen Wert in die Gleichung für — r-^ — ein, so erhalten wir die bereits seit längerer Zeit durch 
Lerch') bekannte Formel: '* 
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Machen wir noch Glebrauch von den Bergerschen Fonneln: 

B{2n — 1, ^) = för J > 0, n ^ 1, 

9(«,0,J)=iO, 

und schreiben unser Resultat in der Form: 

so können wir aus ihm weitere Gleichungen durch Integration finden, die dann Scharen von Kurven 
höherer Ordnung darstellen werden. Wir bedürfen dazu noch der Gleichung: 

der wir folgende Gestalt geben: 



/ 



q)(0y m^ J)dz =*q)(z^m + 1^ J) — B(my J)0, 



Wir erhalten der Reihe nach: 
oder schließlich allgemein: 



(2 



"%2 (I) -^f" — *P". 4 - . C. »«. 4 + rk| (f ) (• - C"' 



(2«i 

Fügen wir die Annahme hinzu, daß p = E(^/1z)^ also gleich der größten ganzen Zahl kleiner 
als Jz ist, so dürfen wir die Summation auf der rechten Seite bis 2; erstrecken, da das letzte Glied 

fOr ^ = ^ dann von selbst verschwindet. Fassen wir endlich noch die beiden letzten Gleichungen zu 

einer einzigen zusammen, so erhalten wir das Resultat: 

Für den nun folgenden Fall einer negativen Diskriminante ^ < denken wir uns ebenfalls eine 
in eine Fouriersche Reihe entwickelte Funktion f(i/) vorgelegt: 



OD 






Diese Sinusreihe stellt im Intervalle ^ y ^ tc eine Funktion dar, die in den Teilintervallen: 

^ 2« 2« 4« —^ — 2 
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die resp. Formen hat: 

wobei die Konstanten /* und g die Werte besitzen: 

^jL^ C0B(2j?-l)tt^ 
'*p 2 sintt 

r 

5^ sin 2|)tt^ — 2|) cos (2|) — 1) w^ • sin u^ 

Wenden wir aach auf diese vorgelegte Reihe das bekannte Verfahren an, so erhalten wir da- 
durch die Gleichung: 



Diese Reihe F (e) stellt im Intervalle ^is ^^ ®^^ Funktion dar, die in jedem Teilintervall 
von der Form — — bis -—. » < — -^, die Gestalt hat: 

Dabei ergeben sich ganz analog dem voiigen Beispiel für die Größen JP^ und Gp die Ausdrücke: 



r- 2 (-n 



2 sin u. 
__""%?» V ^\ « ^^^ ^P^r - 2JP COS (2jp - 1) u^ Bin u^ 

r = l '^ 

Zur Umformung dieser Größen bilden wir: 

cos (2|) — 1) t*^ 1 

^-v^- = - cotg Ur — [sin 2ur + sin 4w>. + • • • + sin 2(/) - l)wj, 

und da 



2'(^)sin2Ä«,=.(4)>^, 



80 '"^ Ij-l ,-1 






Da ferner nach einer von Krause angegebenen Beziehung: 

2 cotgWr = t(2- + c), 
so erhalten wir fSr den noch übrigen trigonometrischen Teil von Fp\ 



^;^{^)coi,u.^i;^(^)c^-V-2Bii,j). 



r=l r=l 
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Mithin nimmt Fp die Form &n, die zugleich mit für das eiste Teilintervall gilt: 



Fp = -y^ 



B (., ^) + 2 «) 



r = 



Weiterhin betrachten wir zur Vereinfachung von Gp die Entwicklung: 
sinSpu^ 

= cos Ur + cos 3Ur + COS 5Ur + • • + COS (2p — l)Mr> 



2 sin u^ 

r 

aus welcher wir gleich weiter folgern: 

sin 2pu^ r i cos 8u^ cos bu 

sin 



E^ = 4 L- COtg Ur + 2-^v^ + 2-^v^ + . • . + 2sinu, J 



• • • 



= 4 -g- cotg Ur + -ä- cotg Ur — siu 2Ur + -^ cotg w^ — sin 2Ur —• sin 4«r + 

+ Y ®^^fi> ^r — sin 2wr — sin 4wr — • • — sin 2(p — l)Mr 

sin 2jpu^ 1 r -i 

g-^t^ = 4p . Y cotg Ur — 4[^(p — 1) sin 2Ur + (p — 2) sin 4iir H h sin 2(jp — 1)«^]. 

Unter Anwendung der bekannten Formeln können wir nunmehr die Gleichung ableiten: 

'f (t) iS? — * '^ [' ■ ^ c. 4 + 'i ii) (p - 

r=l '^ L r=rO 

Für Gp selbst folgt dann ohne weitere Schwierigkeit: 

ip V^ B{i, j) - ip V^ 2 ( f ) + * ^^^5 (t) • •' 



^f = -2:5 



r = 



r = 
p-1 



+ 4i>y-^5(i,zf) + 4i)r^ ^(y) 



rs»0 



G. 



2«y^ '"v (—\ 



r = 



(I) • '■ 



Wenden wir uns nunmehr wieder zu unserer trigonometrischen Reihe F(e) zurück 1 Dieselbe 
sollte im Teilinteryalle von - — r bis -^^, p < — J, die Form besitzen: 



-d 



-z/' 



Durch Einsetzen der gefundenen Werte für die Konstanten erhalten wir jetzt: 



y^ 



— 2nJ 



P-^ 



p-i 



- 2«.yriB(i,^) - 2„.>^2'(7)+''^J-2'ra - =- ^(i'^> -^(^(^ -=b)- 



r=»0 



r = 



p-1 



r=*0 



Wir finden damit den Sati: 

Die trigonometrische Reihe F(z) stellt im Intervall ^ iP ^ y eine Schar 

gerader Linien dar; sie kann für jedes Teilintervall ^=^zrj ^^^ ^"^ £yi ^^ ^^® Form 
gebracht werden: 



CO 



V 



2 y-^ 



(t)=I^ — *C.^)'-2(I)(-:^) 



p-1 

r = 



16^ 

Die Gültigkeit dieser Gleichung kann ebenfalls auf alle reelleti Werte 0^0 ausgedehnt werden, 

denn setzen wir statt z überall 1 — je?, so daß dann den Ungleichungen genügt 1 ^e> _-, so nimmt 

die Funktion genau dieselben Werte, nur mit umgekehrtem Vorzeichen an, während sie bei Vermehrung 
des Argumentes um ganze Zahlen stets wieder in sich selbst übergeht. 

Auch hier können analog wie bei /f > aus der aufgestellten weitere Gleichungen durch 
Integration hergeleitet werden. Beachten wir nur, daß: 

J?(2«, J) = für J<0, 

und schreiben unsere Gleichung in der Form: 

y5i;(T)^T^'-»('.^.4+'j(i)(.- :^). 

*=1 r=0 

SO folgen hieraus der Reihe nach die Gleichungen: 

oo , p — 1 



p-1 



& 2 (f ) -^-P" - - ('. *. ^) + ^ '2 {-) (• - ^)' 



2 

"(2 , 

oder allgemein: * = ^ '*=^ 



^^;;ii^^ 2w -,^n^ — v(^.2«-i,^)-5(2«_i,^)-j,^^^^^2(t)(*-^) 

Beachten wir femer, daß: 

also , 

SO lassen sich auch diese beiden Gleichungen zu der folgenden zusanmienfassen: 

in) ^2{t) ■""'-.-;r---__,(.,.)-,(,.^^_^;|(D(._^)-. 

Durch Zusammenfassung von Gleichung (2a) und (2b) erhalten wir schließlich das Endresultat: 

(2 



S 2 (I) ^■^^^^-^""•' - i- (^ ^) - . (., «, 4 + ^, 2 (I) (. - ^r 



für £f ^ 0, w ^ 2, s^E{B/i z). 

Diese Gleichung ist dieselbe, die auch Berger am Schlüsse seiner Betrachtungen 
gewonnen hat. 






Anmerkung: Setzen wir in der Gleichung für ^ ( — j cotgt*^ nach Berger: 



r = l 



.,,^„v=_-2(f)i 



t = l '^ 

t 

80 erhalten wir folgende Formel, die ebenfalls bereits von Lerch^ aufgestellt worden ist: 

00 — // — 1 



2(T)¥=3b2(y)'''**» 



*=1 r=l 
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GrapbisGlie Darstellung der Linienzüge. 

« = bis « = 1. 




r=0 



F(.)-i>(M.)-2(V')|'-nl 




FW--i(i,-i6).-2'(^)('-,;) 



.0 



p-1 



r=s=0 




18 

Richten wir jetzt unser Augenmerk nochmals auf den Ausgangspunkt der letzten Betrachtungen, 
auf die gegebenen trigonometrischen Funktionen /*(^). Beide stellen nach Krause ^^) ultrabernoulliscbe 

Funktionen dar, und zwar die Kosinusreihe die Funktion ^^ , die Sinusreihe die Funktion tf("'*\ Ganz 

entsprechend bedeuten dann auch die aus ihnen abgeleiteten Reihen ultrabernoulliscbe Funktionen, nur 

von höherer Ordnungszahl, nämlich die Funktionen ^^ und ^^ für /f > und 0^*^J_^VLiid a^"'*) für 

2n — 1 2n 

J <C0. Die zitierte Arbeit von Krause enthält auch die Beziehungen, welche zwischen diesen Größen 
und den allgemeinen ultrabernoullischen Funktionen B^ (^, u,) im Intervalle ^ y ^ — existieren, und 
auf Grund der angegebenen Resultate soll jetzt noch der Zusammenhang zwischen den Funktionen 
Bfn (y, Ur) und (p (g^ m, J) für dieselben Werte von ?/, also für ^ jer ^ - hergestellt werden. 
Die Funktion -B^» (y, Uj) läßt sich in zwei Teile spalten : 

2 B^ (y, Ur) = B'm (//, Ur) + B^ (y, u,), 

von denen ^{„ (^> ^r) rein imaginär, ^[^ (y, u^) reell ist. Nur mit diesen Teilausdrücken wollen wir uns 
weiterhin beschäftigen und nacheinander die vorkommenden Fälle betrachten. Vorausgeschickt sei noch 
die Bemerkung, daß für die angegebenen Werte von z^ die alle iimerhalb des ersten Teilintervalles 
gelegen sind, die nach p zu nehmenden Summen auf den rechten Seiten der Gleichungen sämtlich 
verschwinden müssen. 

Wir gehen für ^ > von der Gleichung aus: 



^ (., 2.. - 1, zf) = (- 1)« ^-^- ^,— , 2 ( ic) -J^^^ 



n> 2. 



Indem wir dieselbe mit der folgenden vorbinden: 



^ 2 (i) ''S-r - (- •)- , ,,St^ 2 (t) «.-. C^'. -). 



r'»-' " " 2(2n-2)ld 

* = 1 ^ ' r s=s 1 

erhalten wir sofort das gewünschte Resultat: 



j-i 
Weiterhin denken wir uns die beiden Gleichungen vorgelegt: 



^ (., 2« - 1, ^) = 1 ,--3^^ 2 (?) ^-- (^^' "')• 



» 2 (I) ^"' - (- ')"- ^157?^ 2:' (v) ^■.- (-'. -1. 

welche zu der folgenden Beziehung führen: 

<p(«r, 2n, ^) + B (2«, ^) = X^ 2" (t) ^^'-^ (^^' "")• 



2.(2w-l)!z^' 



r=l 



Ganz analog verfahren wir nun auch für den Fall i^ < 0, indem wir zunächst von den 
Gleichungen ausgehen: 

^(., 2« - 1, ^) + 5 (2« - 1, ^) = (- 1)« |-;^ 2 (f ) ^^S^' « > 2. 
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• - >»«-! -^-* 



' ^ (I) -^ - (- ')- .^i;^:^^ ^ (f ) ^-. (- - '. -) 



und aus ilinen das Resultat ableiten: 



/ • — ^— 1 



<p(.,2n-l,J) + ^(2«-l,^)»-— — ^^ 



SchlieBlich betrachten wir auch noch die folgenden Gleichungen: 



^ (.. 2«, ^) = (- 1) ^^;;p ^2 (t) -1^' 



«> 1, 



.2n -^-1 



Durch Einsetzen erhalten wir hier: 

rj=r^ -J — 1 

Fassen wir zum Schlüsse noch die Ergebnisse für z/ ^ zu je einer Formel zusammen, so 
kommen wir zu dem 8atB6: 

Die Funktionen go (^, m, /f ) hängen mit den ultrabernoullischen Funktionen 
durch folgende Gleichungen zusammen: 

V (z, m,J) + B (m, J) = (- ly ^7Z~r,^ 2 (v) ^»"^ (^ ^' "-•)' ^ > 0. < «^ ^ -^ 5 

2 __* r = l 

/—ZI — //-l 



g,{z,m,J) + B(m,J) = -—^^^ J<0,0^z^ 



{m^l)l{~jr ^^ 






Es sei noch bemerkt, daß man, ohne die trigonometrischen Reihen zu benützen, zu denselben 
Beziehungen gelangen kann, wenn man von den Definitionsgleichungen der Funktionen JBjn und B^ aus- 
geht und sie dem im vorliegenden Paragraphen wiederholt angewandten Verfahren unterwirft. 

§2. 
Ableitnng einer Bnmmenfonnel inr Bereohnnng Ton Ansdrfloken Ton der Form: 



r = l 



(f ) f(.a + rh). 



Es sei die bekannte Euler-Maclaurinsche Summenformel zugrunde gelegt: 
f'{f(a) + f{a + /i) + /"(«+ 2/0 +••• + /•(« + - 1)Ä)} 

=Jf{x)dx - \\{{h) - /•(«)) + B, ^^{f\\i) - /•'(«)} - £, *;{/•'"(&) - f\a)\ ± . . . 

a 
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k 

Wir wollen zunächst in der vorgelegten Sonune ^^ l—j f{a + rÄ) alle diejenigen Werte 

— j f{a -\- rli) ftir sich zusammenfassen, in denen r zu derselben Bestklasse (mod J) gehört. Unter 
Benützung der bekannten Beziehung: . 

sind wir dann berechtigt, die sämtlichen unter sich in der Bedeutung gleichen Symbole, die in einer 
jeden dieser Teilsummen vorkommen, durch ein einziges zu ersetzen, und zwar sollen die Beprftsentanten r 
so gewählt werden, daß ihre Gesamtheit ein reduziertes Bestsystem (mod J) bildet. Nunmehr wenden 
wir auf die einzelnen Teilsmnmen die E u 1er -Macl aurin sehe Formel an und erhalten dadurch die 
Gleichungen: 



-(-?)[/ 



f{x)dx - ^\f(p;)-f(a,)} + Vm + Ifl 



2 

«1 



BJh{j){f(at) + f{at+tJh) + /•(«,+ 2t Jh) + ■■■ + /-(oj + (t -l)e/fA)) 



-(?)[/' 



}(x) dx-^ {f(h,) - f{a,)} + VW + JH.) 
Die Anzahl dieser Gleichungen beträgt e/f — 1; die letzte derselben lautet: 



\bJ-V 



*•// — ! 



ff(x)dx - ^{f{b.j_,)-f(a.j-{)} + 7M-y + P(;^-« 



a 



9J—I 



Dabei sind gesetzt worden: . , , , . , . , ^, 

ag= a + sn^ üg==^o + sh = ag+lsJh] 

FW- B,^{f'(h.) - f'ia.)) - 5,^^-^^ {/•'"(&.) - f"'(.a.)}+. ■ • 

+ (- i)«5„_, (^"^{^(»"-«(ft.) - f(»-»)(a.)), 
1 1-1 

Durch Addition dieser eJ — 1 Gleichungen erhalten wir die folgende, in der gleichzeitig die 
Teilsummen der linken Seiten wieder zur ursprilnglichen Summe vereinigt sind: 



r=l r=^l 5; r=l r=l 



+ 



r 

„«^ — 1 *// — 1 

2ii— 2 



r=l r=l 

Setzen wir die rechte Seite dieser Gleichung, abgesehen vom Reste, gleich einer neuen Funktion <l>, 
sehen dieselbe nur als von h abhängig an und entwickeln sie analog dem Satze: 
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nach Potenzen von h^ so erhalten wir fOr die einzelnen Glieder dieser Reihe die Ausdrücke, in denen 
zur Abkürzung /*(a?)^ *^ /"(&) — f(«) gesetzt istt 

tj—i 






a 



4»'w-^w:2(4)'-^M.)42(f)- 

5;«- (») -^;r w'2(f)''-^'" (')'.2(7)'-'+ ^.^?^^'<'):2(l)'. 

^ ,"»(.) - ^>"(.)t 2(1)''- ^V"«'S(f) -■ + «. ^V"'«'2'(i) -• 









Vom (2n— 2). DiflTerentialquotienten von OQi) an treten in den Koeffizienten der in <I>^™^(ä) 
vorkommenden Funktionen f^'^{x) keine Größen A mehr auf, die Dififerentialquotienten hängen also nur 
noch von denen der Funktionen f(hr) und f{ar) ab. Brechen wir beim (2n — 2). Gliede ab, so lautet 
der Best der Entwicklung: 

+ (- 1)"- B„_, ^-^;^* /^-')(. + *Ä) 2 (f ) "* 
+ (- 1)"^"-- (fS? /^'--''(^ + *A)'S'(f )• 

Brechen wir aber erst beim folgenden, also dem (2n — 1). Gliede ab, so nimmt dann der Rest 
die Form an: 



+ ^. ?:fS^^"-'H- + ^"^'Sü) '"-'T • • • 



tJ—1 

.2n— 4i.an — 1 



+ (_ .).-^p...(i|),;;!^v— >(« + »») 2 «-) '^ 



v2»i— aj.an— 1 



+ (- .ri,._.<i^i^p-' ,..-.(. + ,») 2(f ) . 



(2n-2)! ^^^ 
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f«^— 1 



teJ^l 



Die Summe ^V ( — ] f(a -^ rh) läßt sich nunmehr folgendermaßen darstellen: 

r=sl 



*^-i 






+ */^Ä {/•' (6)-/' (a)} 



+(*^Ä)V («>)-/•"(«)) 



«//-l 



• ^ — 1 



2id J^\r)^'^ 2(fizf)* ^\r/*' 



• //— 1 



tJ-i 



«//—i 



2 



!«^ -^irj^ 2,2!(»^«-iZf Vrj* "*■ 3!(e^»-^ Vr/' 



^1 









«i^— 1 



2.2!(€i:;) 



+(.zrÄ)«{r(2^)-r(a)} 

+ 

5 



•^\rj** 2.8!(8^)»^\r/'' + 4! (e-^*-^ \ r /* 



rs=l 
«^ — 1 



f- 1^-' ??^::i y(^\ 



.2 



»// — 1 



"^" ( ^) 4!(2n-6)!(6i:^)*-^\r/ — 



«//— 1 



+ L VMUs«^: 






*//— 1 



r=l 



f^y — 1 



+ (- 1) 



M-1 



n — t 



8!(2n-4)!(e^) 
«^y— 1 



r=l 



*-i^-l 



+ i y(^\,tn^i 

(2n-l)!(£^*''-"^;^V**/ 






Beachten wir nunmehr aber die bekannten Beziehungen: 

^(0) = 1, 5(l)«-l, J?(2«+ 1) = für M>; 1; 

so folgt, daß die Ausdrücke in den eckigen Klammern gerade die BernouUischen Zahlen B (m, J) he- 
deuten. Infolgedessen gewinnen wir für unsere Summe die Gleichung: 

'^ {i)f(a + rh)^B(l,J)[ah)-f(a)} + B{2,J)eJ^^^^^ 

1+ -B (2n - 1, J) (e/lhy*'-^ {/•(««-») (& + ^ä) - /•(2«-») (a + -^Ä)} 



r-1 
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j— 1 



Das Restglied -, ^ ( J JP^{\ besitzt hierbei die Form: 



(« 



r = l 
.2« - '^-1 '-1 



Setzen wir zur YereinfachuDg: 

.1—1 

SO erhalten wir je nach den Werten der Diskriminante J die beiden Summenformeln : 
(1) J>0: B (2» - 1, ^) = 



r=»l 



4- ^ (2n - 2, J) (^/^y^»-» {/(g«-») (fc 4- o/t) ^ /t2n-8)(q 4. ^;^)} 

"- Äi /^ ('' ^^) 2 (f ) ^^«^» (') '^^' < ^ < 1. 



(2) J < 0: 5 (2w, ^) = 0. 

-/-^— 1 

+ ^ (2w - 3, /f) (- ^fey*'-* {/•(»*'"*) (6) - /^^«-^) (g)} 

<'^< 1. 



-t^"/»(',2.)2'(7)"K(0.«. 



Der Best P jeder der beiden Summenformeln besteht demnach aus zwei Teilen P^ und P,, von 
denen P^ sich unmittelbar an die Glieder der Reihe anschließt, während P| unter Anwendung der 
Methoden von Saalschütz ^^) auch auf folgende vom Integralzeichen freie Form gebracht werden kann: 

P» = (- 1)"+* ^'lif,' ß« 2 ( r ) 2" ^'*"' (" + ^'^'' + *■* + *^*^^' < d' < 1. 

Nehmen wir die Bedingung hinzu, daß die Sunome ü^{]t{t) zwischen ^«0 und ^ ss 1 nicht ihr 
Zeichen ändert, so Iflßt sich dieser Rest auch folgendermaßen schreiben: 

r« 1 

Ist außerdem noch die Bedingung erfüllt, daß auch: 

j— 1 

e-0 
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das Zeichen beibehält, während t von bis 1 geht, so gelten folgende Formeln: 

P, = (- 1)" . B„ ^)^ 2 (>) Ö"-M/^'"-^' (M - /<«'•-») («.^ }, wenn Utl+,it) ■ U^^l (<) > 0; 

P, =(- i)«+i . 5, ^*^"''2' (t) Ö*^^' I/^*"-^' Q>r) - /<«'•-») K) }, wenn ü'.^i^, Q) ■ fT^ (0 < 0, 

wobei ö^'') und ö'^'") ebenfalls positive echte Brüche bedeuten und in der vorangehenden Beihe n überall 
durch n 4- 1 zu ersetzen ist. 

Es ist nun von Interesse, daß dieselbe Summenformel noch auf einem anderen Wege abgeleitet 
werden kann, welcher außerdem auch eine andere Darstellung des Restes ermöglicht. Wir denken uns 
hierzu die von Krause ^^) aufgestellte Summenformel vorgelegt: 

(ö) - l)[f{x) + 0» . /-(a; + Ä) + o,« f(x + 2/*) + • • • + a)'-V(^ + Q " 1)ä)) 
^<o^f(x + Ih) - f(x) + ^-^^Wf{x + Ih) ''f{x)] + ^-^Wf{x + Ih) - f{x)] + . . . 



6f^ =- V ©^ /■('«+1) (rc + ^Ä + hf) dt; « = e '^ • 

Multiplizieren wir beide Seiten dieser aus der Theorie der ultrabemoullischen Zahlen gewonnenen 
Formel mit c =« _ und setzen zugleich an Stelle von l überall bJI^ so daß: 

• irrtitJl 
Cö'=C '^ =: 1, 

t 

so geht die obige Gleichung, vorerst abgesehen vom Beste, ttber in die folgende: 

f(x) + af(x + h) + m*f (x + 2h) + ■ • • + m""-^ f(x + {iJl - 1) A) 

= c{f{x + tMh) - fix)] + ?^* {/^ (a; + hJh) -f(x)}+... 

Lassen wir hierin r der Reihe nach die Werte 1, 2, • • • €/f -— 1 durchlaufen und multiplizieren 

die entstehenden Gleichungen nacheinander mit (-); (ö)» ' * " ( yT— i)' ^° erhalten wir durch Addition 
dieser {eJ— 1) Gleichungen die folgende: 

2 (t) f (*) + 2 (t) » /-(^ + ä) + • • • + 2\t) "'^'~' ''^^ + C*^' - 1) *) 

r = l r = l r=l 






«^— 1 -1^ rm 



+ 2 (f) - ^«^"'(^ + ^^"') - ^"K*))- 

r = l 

Unter gleichzeitiger Anwendung der bekannten Formeln: 



(^) const. = 0, 2 (t) »* =- (f ) (y^) 
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und der im ersten Paragraphen entwickelten Resultate: 



gewinnen vir folgende Gleichung, indem wir noch x durch a, x + {//2A durch & ersetzen: 



r=l 



+ iB{2n+\,J) (sJhy^ ^72 [ /<»«) (b) - /•(»-) (a) ). 
Da nun 

so ergeben sich durch Trennung der reellen und imaginftren Teile auf beiden Seiten sofort die gewünschten 
Siunmenformeln : 

2 (f ) ^(« + ^*) - ^(^'^) ^M/' W - ^(«)} + B{4:,J) (Jhyirib) - r (a)}+ • • • 



Ji—i 



2 (4)/'(« + rÄ)-J5(l,^){/'(6)-/'(a)} + B(3,^)(-^»)»{/^'(6)-r(a)) + 



r=»l 



• + jg(2n + 1, J) (- 2/^y^{/'(»^)(6) -. /^">(a)} fftr ^ < 0. 

Der Rest macht eine gesonderte Betrachtung nötig; er hat durch das angewandte Verfahren die 
folgende Darstellung erhalten: 

Es ist nun nach Krause: 

"^ 2 B«(«, - tv) "Kit, Vr) - BL(t, Ur), 

wobei Bilt reell, £« ^^ imaginftr ist. Wir erhalten demnach: 

WB„(1- t, Ur) - (- 1)-- l~{iC(<, «r) - ■»«(<, «r)}- 

Femer eiiialten wir durch Zerlegung von ai^: 

(D^ s3 cos — ~- + » sm — V- 
Das Restglied P^ läßt sich also allgemein in die Form bringen: 
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Die Trennung des reellen Teiles vom imaginären ergibt: 






hJr-l tjl—l 






< 



hJ—i 9J1—1 



(reell ^ > 0) 



(reell ftr ^ < 0). 

Je nachdem also ^ ^ 0, ist zu den angegebenen Summenformeln der eine oder andere der 

beiden Teilausdrücke von P^ hinzuzufügen. 

Wir betrachten zur Umformung dieser Werte die beiden Fälle einer positiven und negativen 
Diskriminante gesondert. 

(1) J > 0: Wir untersuchen von dem in Frage kommenden ersten Teil von Pm den Ausdruck: 



2rQ7c 



-ßJn {t, Ur) COS -— * Bin (t, th) Siu 



. 2rQn 



indem wir zunftchst m = 2n als gerade Zahl annehmen wollen. Es darf nun gesetzt werden 



cos 



sin 



2rQn 



2rQn 



2 gn 



2Qn 



COS (M + r) "Y = cos (IJ - r) ^, 
sin (M + r) ^ = - sin {IJ - r) ^^ 



Ferner lautet das allgemeine Glied in der Darstellung von i^s',, (^^,Ur) durch eine trigonometrische 
Reihe für 0<i< \: 



, v„ LJ?!*! l^*""^^ Bin23r(g/J-{-f)t sin 2n{lJ - r)t 



(2^y 



(j^+ry 



Qj^r)'^»-^^ 



Dasselbe soll im vorliegenden Falle multipliziert werden mit cos 
ist zu bilden: 



2rQn 



, das heifit aber, das Produkt 



^ ^^ (2*)»-+^ (I^ + r)»-+^ ""'^'"'^'^^ ^ + 



2^« , 8in29r(I^-*r)^ 



^ cos (2^ — r) 



2^9r 



Genau entsprechend lautet das allgemeine Glied in der trigonometrischen Darstellung von 
i Bin i^ty Ur): 

cofi27t {U-\-r)t GOs2n(lJ — r)t 






P^ + r)*" + ^ (i^-r) 



_r^«« + l 



2rp« 



Dasselbe ist zu mnltipliEieren mit sin . 






9 also das Produkt zu bilden: 
2Qn eoB27t{l^ — r)t 



{IJ-r)^"*-^^ 



8in(M — r) -^} 



Demnach finden wir für das allgemeine Glied des zu untersuchenden Ausdruckes die Form 



(-!> 



2.(2n)!^""+"^ 



(2«) 



9m4-1 



Bin2flr(2^ + r)/t---^) 8in2flr(l^ - r) (t--|y 



(i^ + r)*'*+^ 



(2-^-r)*"+^ 



27 



Die Zusammenfassung sämtlicber Glieder ergibt dann die Gleichung: 



2rQ^ 



. 2rQn 



Bin {^t, Ur) cos ~ iBi„{Jt, Uy) sin - 



(2*)»«+i 



^n+: 



Z=l 



(Bin2«(Z^4-r)^t- 



(2^-r)*« + ^ 



Weiterhin folgt 






2r^9r 



8in2A;« 



^ -^ (2«)»" + ^ ^U/ i»"+l 



e-) 



Es ist aber nach Berger för alle Werte Q — ^) =■ ^i ^ <^ ^• 



r\S«i 



(-.^■<'!>:-^'i.e -'.»«+ .. ^)-fi,4Tr, s (f)^ - '- 3 



^— 1 



2»/^ 



r = 



r = l 



Somit erhalten wir: 
cos 



^(f)[Bi\iM, «,)co8^- t£„(J^ «.)8in '♦^»*} 



2(2»)l ^*"+^ 



(» t - '. 



2« + l,^) — 



r(2n + l)2^ 

r = 



(D (^ - ')*" 



Kehren wir jetzt zum Beste selbst zurück, so erhalten wir aus ihm durch Substitution, nach- 
dem wir noch vorher Jt statt t eingeführt haben, das Resultat: 









r(2 



:H-T,2(^(^-'r 



r = 



f(»^-^^a + ^h + Jht)dt 



Wählen wir in P^ an zweiter Stelle m = 2n + 1 als ungerade Zahl, so handelt es sich um 
die Umformung des Ausdruckes: 

Wir benutzen wieder die trigonometrischen Reihen, deren allgemeine Glieder diesmal die Formen 
annehmen: 



und 



,_ V 2(2n + 1)1 ^'*+^ I C08(g^ + r)2?rt cofl(?^-r)2« ^ 
Die Produktbildung und Zusammenfassung aller Glieder liefert die Gleichung 



r = l 



cofl 2 A; 






i=l 



4* 



y 
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(8«) 



Da weiter 



*==1 



so lautet der Rest der Summenformel: 



r=0 






Sn+l 



r — 



f(««+»)(a + ^Ä + ziÄ<)d/. 



^=»« l 

Unter Einführung der Bezeichnung: 

F^{t) - Bin,, A) + ^(t, m, ^) - j^^^ M?) (' " 3 

laßt sich der Best fttr gerade und ungerade Werte von m und ftr positive Werte der Diskriminante auch 
auf folgende gemeinsame Form bringen: 

_! 

j 



f \in — 1 



9^^ 



2. 2^ < 0. Dann gilt also die Bestdarstellung: 

1 



p«-(-i)"'+* 



2 






Wir versuchen auch hier den Ausdruck in den geschlungenen Klammem zu transformieren; 

die allgemeinen Glieder in den trigonometrischen Beihen für Bm(Jt^ Ur) und iBln(^Ji^ u^ lauten iHr 
n» — 2n + 1: 

,__ s^ 2(2n + l)! (-^)'" + 'fco8(-.I^4-r)2^< GO%{-lJ -T)^%t \ 

Mithin ergibt sich für das allgemeine Glied des betrachteten Ausdruckes: 



Auf Grand dieses Wertes können wir jetzt die Gleichung ableiten: 



(-!)• 



4 -(2^1 + 1)! (-^ 



»n4-2 * 



*=1 



8in2X:9r 



(:6+') 



*>"+« 
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Verbinden wir dieselbe mit der folgenden, so erhalten wir: 



sin %k% 



— ^— 1 



jo sinnÄ« 



(i+') 



ff + 9 



(_l)»i + l^ 



»n-ft 



2V-^ 



^\f9'-'^ *\***'*'^ 



^(=^ + '.^«+2.^) + lW+3-)2'(7)&^ + *) 



r=0 



'9» 



^ (7)UiWi(^^ t..)sin^+ *^i«-,-l(^^ t*r) cos^^- 



n-fl 



>^ 



r=rO 



Der Best selbst lautet dann: 



1 
— ^ 



Psn + l = --(-^Ä)«"+« 



7 ^ rte+'''^+''^) + r(2nV2)2^^^ 



Im Falle eines geraden m=^2n haben die Glieder yon Bf„{Jt, Ur) und iBi„{^Jt^ u^) die Formen: 



r- 1 > ^Mliz^*"^^ /co8(-I^+f02«< 



C08(— Jii — 



(-?^-r) 



^^-r)_2«M 



Mit ihrer Hilfe läßt sich die Gleichung aufstellen: 






+ i-Bsn + l(-^^ Wr)cOS-~^ 



Da nun 






2(1) 

*=1 



cos2Ä;9r 



*»«+■ 



(A-*) , ,>+xMl|l 



(-!)• 



2y-^ 



J5(2« + 1, ^) + 9>(i.^^ -t,2n + 1, ^) 

+ r(2n + i)2w(-^ " 7 



so wird der Best in diesem Falle: 



1 



Pin-i- 



^=0 l 



_^-^-t, 2w + l, .^) 



+ r(2n + l)^\rjU^ ■ 7 



r=:0 



/•(»n +i)(a + ^7/ + (-^Ä<)) c?e 



Nehmen wir auch hier die Bezeichnung wieder auf: 



f \ t« — 1 



r=.0 
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so gewinnen wir die zusammenfassende Darstellung der Beste f&r negative Diskriminanten: 

i_ 

^j/ ^^0 

Fassen wir zum Schlüsse auch noch die beiden Bestformen für ^ ^ zu einer einzigen zusammen, 
so erhalten wir als Ergebnis: 

Den Schluß dieses Paragraphen möge folgende Bemerkung bilden: 

Wir hätten bei der Aufstellung der Summenformel auch verfahren können wie Wicke^*), der die 
Krause sehe Summenformel von vornherein in ihren reellen und imaginären Bestandteil zerlegt und da- 
durch zwei neue Gleichungen zur Berechnung von Summen gewinnt von der Form: 



«—1 *— 1 

^f{x + kh) cos 2ÄM und ^f(x + 7cÄ)sin 2ku. 



Die erste dieser Sunamen hat den Wert ^ (E^f^ — Pi'/n), wobei Pi'^t das Bestglied bedeutet und 
Ei*fi durch die Beihe dargestellt ist: 



Ei'^ = e"[[f(x + SÄ) + = i hf'(x + sh) + -|y-*V"'(» + sh) + 



• • a 



+ 7fe^Ä>''-V(»''-'K^ + «Ä))cOS2SM 



(2*» -1)1 

6:'. 



- (fi^) + )"hf'(x) + V'äV"'(*) +• • -f(2;^~i), Ä«''-V(»''-^'W] 



Hierbei bedeutet: 

Spezialisieren wir so, daß u gleich einem rationalen Bruche von tt, etwa — = m^ gesetzt wird 

und wenden auf beide Seiten das wiederholt erläuterte Verfahren an, so geht die vorgelegte Gleichung 
sofort in unsere Summenformel über, wenn wir nur s gleich einem beliebigen ganzzahligen Vielfachen 
von J wählen und den Zusanunenhang zwischen den Größen c und bn einerseits und B(m^ Ä) ander- 
seits ins Auge fassen. Während nämlich für s^lA der Faktor cos2sWr cier Einheit gleich wird, ver- 
schwindet sin25t«r unter dieser Bedingung. Der Best ^%^i nimmt dieselbe Form an, die bereit« unter- 
sucht worden ist. 

Genau so würde sich die zweite der oben genannten Summen verwenden lassen, um aus ihr 
unsere Summenformel für negative Diskriminanten herzuleiten. Wicke gibt am selben Orte noch andere 
Formeln von ähnlicher Konstruktion, auf welche aber hier nicht weiter eingegangen werden soll. 
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§3. 
Anwendnng d«r Srnnmeiifonti«!. 

I. 

Alt erstes Beispiel denken wir uns nach dem Vorgänge von Saalschütz ^^) eine ganze rationale 
Funktion Toriraleirt: 

worin p und q ganze positive Zahlen bedeuten soUen. Die Beihe auf der rechten Seite bricht dann von 
selbst ab, so daß die Hinzufügung des Bestgliedes unnötig wird. Spezialisieren wir noch weiter, indem 
wir setzen: n i. ^ 7 i 

so wird das Beispiel zur Aufstellung von Bekursionsformeln fahren, mit deren Hilfe die Zahlen B{m^J) 
sich leichter berechnen lassen. 

Unter den vorgenannten Annahmen sind die n. Differentialquotienten der Funktion für mindestens 
einen der beiden Werte rc == und x = eJ nur in den Fällen von Null verschieden, bei welchen n 
zwischen p und p -\- q einschließlich der Grenzen liegt, und zwar ist mit Fortlassung der sowohl für 
x* = 0, als auch für x = sJ verschwindenden Glieder: 

f'''\x) = (- 1)"-^«1 C9),+ ,_.(*^ - *)'+'-" + (- 1)*«! (/>),+,_„'«'+'"'' 
and daher weiterhin: j„). .<. , ,^, , , -. , >\p+«-" 

Wählen wir nun J positiv, so folgt aus der Summenformel, daß dann n eine imgerade Zahl 
sein muß, dagegen bei negativer Determinante können nur gerade Werte von n Geltung haben. Dem- 
gemäß sollen diese beiden Fälle auch gesondert betrachtet werden. 

(1) J > Oy n ungerade. Dann wird: 

Wir unterscheiden je nach der Wahl von p und q folgende vier Einzelfälle: 

a) p ungerade, q ungerade, 7 > //. 

n erhält die Werte: 

« =- p, i? + 2, i; + 4, . . . i/ + 7 — 1. 



^— 1 



Unsere Summenformel fthrt also zu folgender Gleichung: 



+ B(p + vy, J)J^-^'(p + (?-!)! (- 3 -1>), 

^ ' +B{p+q,J){p + q)\ 

ß) p ungerade, q gerade, 7 > i>. 
n erhält die Werte: 

und es entsteht die Gleichung: 

^»jS (t)»-''(^-'-)''^^0' + 1'^) ''MO'), -1} + *(/> + 3,^) (i> + 2)!{(y>),_,- (,),_,} + ••• 

+ B(i> + q-l,J)(p + q-2)l{ip),-{q),)- 
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y) p geradoi q ungerade, q > /). 

n erhält die Werte: , ^ ^ . «. 

« — i) + 1 , i> + 3, . . . 7> + 7 — 2, 

und es folgt die Gleichung: 

+ -8(1» + 3 - 1, ^) (/^ + ?- 3)1 { (?), -(p%]- 
6) p gerade, q gerade, q^p* 

n erhftlt die Werte: . . . « 

« — p + l,l)4-3, ...p + ^ — 1. 

Wir erhalten die Gleichung: 

+ Bip + q,J){p + q)\ 

Um nun für numerische Bechnungen gfinstige Resultate, also solche Gleichungen zu erhalten, in 
denen möglichst wenig Bemoullische Zahlen vorkommen, setzen wir in a) und i) p =^ q und gewinnen 
dadurch die Formeln: 

- 2 .^sp 2 (f ) r'i^-ry- ^(P + h^)P^ + B{p + 3, J){p + 2)1 (p)^_,+ • • • 

+ B{2p,J){2p^\)\p, P-2W + 1; 

2 . Itp 5* (t) »"'(^ - »•)'- -Bd» + 2, ^) (j> + 1)! P + 5(p + 4, ^) (p + 3)1 (p),_,+ • • • 

+ B(2p,^)(2j)-l)!i>, p-2«i. 

Beachten wir noch, d«B für // > 0: 

(4) - (/-.)• 

SO finden wir den folgenden 8ati: 

Bei positiver Diskriminante J leisten die entsprechenden BernouUischen 
Zahlen den Gleichungen Genüge: 

- X2(t) r\^-ry='2 B(p + 2^ + l,J)i,> + 2^)! (l»),_,^, p -2m + l, 

r=l /i=0 

Jj 2(f) '■'(^—•)'-2. *('' + *f ■ ^Cf + ac - 1)1 H-trt.. ' - '"■ 

(2) J < 0^ n gerade. Dann wird: 

~~P>(J) - ^"'(0) . «I (-^)'+''-{(- i)'(p)^^^_^_(_ 1)'(4^,_,}. 

Wir unterscheiden dieselben vier EinzelfUle und finden die Resultate: 

a) p ungerade, q ungerade, q^p- 

n — i^ + 1 , j) + 3, . . . p + (7 — 2. 

= B{,. + 2, J){p + !)!{(?),_, - (/»),_,}+ B{p + 4, ^)(p + S)\{(,q\_, - (?),_,}+ • • • 

+ B{p + q-l,J){p + q-2)l{{q\-{p),]- 
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ß) p ungerade, q gerade, q> p. 

««|> + 1, Jt^ + 3, , . , p + q — 1, 

+ B(p + q,d){p + q)l 
y) P gerade, q ungerade, q'>p. 

«=*=i>» P + 2, iJ + 4, . ../> + (? — 1. 

'"' +B(p + q,J)(p + q)l 

S) p gerade, q gerade, q>ih 

n = p, p + 2, p + ^, . , . p + q — 2. 

'■-' + ß(p + , _ 1, ^)(p + , _ 2)! { {p\ - («),}• 

Hier lassMi sieh nicht, wie bei positiver Diskriminante, yerkürzte Beknrsionsformeln dadurch 
herstellen, da6 man in den Gleichungen a) und d^ p ^ q setzt; denn in diesem Falle würden beide Seiten 
veTSchwinden. Wir können uns aber auch so helfen, daß wir in ß) und y) q^^p +1 setzen, ohne daß 
dabei die Formeln selbst eine wesentlich einfachere Darstellung erfahren. Wir begnügen uns dämm mit 
dem 8ati: 

Bei negativer Diskriminante J leisten die entsprechenden Bernoullischen 

Zahlen den unter a) bis d) angegebenen Gleichungen Genüge. 

Welche für ihre praktische Verwendung brauchbaren Werte diese Bernoullischen Zahlen an- 
nehmen, möge an je einem Beispiele gezeigt werden: 

(1) ^=5: Ä(2, 5)=^^; B(4, 5) ,^.5 J5(6. 5) =• i«i; B(8, 5) - - ^,; 

ü^m K.\ 826602 j,,,. ,. 2801842 _., , _, 1187188686 „.,„ ,. 29246849862 
-»(10. &) - -gföTr; -8(12, o) =. - ^jy-g.r; -8(14, 5) i^rjü—i -B(l6, 5) ^gyg-.j — 

(2) J= -7:5(1,-7) 1; B(3.-7)=-f.; B{5,-7) ^ - ^-,; J5(7, - 7) = i|^.; 

B(9, - 7) = - i?n^; Bin, - 7) = ^^^; i^(13, - 7) = - ^«^^^0»«*«'^ 



ß(15, -7) = 



8! 7» ' --v--» V 10! 7" ' -"V-"» V 18! 7" 

2354228379776 



14! 7" 



n. 

Als zweites Beispiel soll die Dirichletsche Reihe: 



n — 1 



\n/ n 



für gegebene Determinanten summiert und mit ihrer Hilfe auch die Klassenanzahl der zu diesen Deter- 
minanten gehörenden quadratischen Formen bestimmt werden. Da die Werte dieser Beihe f&r negative 
Determinanten sich anderweitig leicht ermitteln lassen, wollen wir uns hier nur auf den Fall von 
positiven Determinanten beschränken. 

Das Symbol { — ) ist nun das Jacobische Symbol, welches stets der Null gleich wird, sobald n 

und 2D nicht relativ prim zueinander sind. Das Kroneckersche Symbol ( — )i das in der vorliegenden 

5 
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Arbeit Verwendung gefanden, kennt diese Einschränkung nicht. Während nämlich alle geradzahligen 
Werte von n das erstere Symbol zum Verschwinden bringen, gilt, wie bereits an anderer Stelle erwähnt, 
für das zweite die Gleichung: /^v y . 

Um deshalb auf die Dirichletschen Reihen unsere Summenformel anwenden zu können, müssen 
wir sie entsprechend transformieren. Wir finden, indem wir die Summen mit geraden und ungeraden 
Werten von r voneinander trennen: 

OO OO 00 

^ \r) r ^äL^ \r) r " jLj \2r/ 2r' 

r=l r = l r=l 

wobei nunmehr die Summe links nur über ungerade Werte von r zu erstrecken ist. Die rechte Seite 
läßt sich leicht auf folgende Form bringen: 



OD 



('-(f)l)2(f)i- 

r = l 

Wir brauchen also nur den durch die Summenformel gegebenen Wert der Reihe ^^ (- \ - 

mit dem Faktor (l"~(o) g) ^^ multiplizieren, um sofort auch den Wert der Dirichletschen Reihe 

zu kennen. Um die Genauigkeit der Rechnung nach Möglichkeit zu erhöhen, wollen wir stets die ersten 
Glieder der vorgelegten Summen für sich berechnen und die Formel nur zur Summierung der übrigen 
benützen. Die Anzahl dieser getrennt zu behandelnden Glieder ist beliebig, doch muB sie immer ein 
Vielfaches von A sein. 

Da für die Bestimmung der Klassenanzahl als Resultate nur ganze Zahlen in Betracht kommen 
können, brauchen wir in der Auswertung der vorgelegten Reihen auch nicht allzuweit zu gehen. Gerade 
darin liegt der Vorzug dieser Methode, daß sie, freilich abgesehen von der Ermittlung der Zahlen 
B(m, J)^ mit wenig Rechnung zum Ziele führt. 

(1) J ^ b. Dann wird: 



00 00 



■•>■=(•- (I) i) 2 (I) 4-1 2 (t)I- 

r = l r = l 

Setzen wir in der Summenformel /?==!, a =« 10, berechnen also die ersten zehn Glieder für 
sich, so erhalten wir: ^o 



Da nun 



so finden wir: 



00 



2" 

r—1 



(r)-iörr = Söö-iöööö±---=-0'0038. 
Ferner ist: 

i(T)T-'-T-i+T+7-i-;+i-«.««« ••. 

so daß sich das Resultat ergibt: 

00 

^ iL\ i = 0,4266 + 0,0038 = 0,4304. 

r=l 

Nun haben die Differentialquotienten von f(x) == - die Form: 



X 



+ 1» ' V*"'' ^«+: 



i2 
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Beide ändern ibr Zeichen nicht, während x von a bis oo wächst, infolgedessen behalten auch U^^^{t) 
und U^^\^ (t) ihre Zeichen bei, während t von bis 1 geht. Wir sind also berechtigt, dem Bestgliede 
folgende Form zu geben: 

^ = ^(«. ') öw- - ^» si" (t) ö^' (iöT^.' ^(«' ^) = ^.' ^. - S 

Hieraus folgt, daB P der Ungleichung genügen wird: 

^^ 6.10« 
Also muß sein: P < 0,000027. 

Demnach sind bei Verwendung zweier Glieder bereits vier Stellen genau angegeben, der Fehler 
tritt erst in der fünften ein. 

Berechnet man die ersten 20 Glieder getrennt und nimmt vier Glieder der Summenformel, so 
erhält man als Wert: ^ 

P < 0,0000000033. 
Der gesuchte Wert S der Dirichl et sehen Beihe wird hiemach: 

äS'= 0,6456136. 

Zum Vergleiche möge hier die Berechnung von S auch nach den Dirichletschen Methoden 
selbst erfolgen: 



« ■--,;r(l)2(-)'(0'«8«.»8;:' 

S ^-^ (- log tang 1 8<^ - log tang 36<> + log tang 54*^ + log tang 72®), 

2 y 6 

S=- -L-. 2,88727, 

2}/6 

log S -= 0,8099722 - 1 ; Ä = 0,645613. 

« *■— ^,1'- 1(1)1 ia)'»«-^^ 



\^) log sm 

A = 

,S' = ^^ (log sin 12^ - log sin 36*^), 

5= fr .0,48121173, 

log S « 9,8099725 - 10; S = 0,645613. 

Die Umständlichkeit der Rechnung liegt in beiden Fällen in der Bestimmung der natürlichen 
Logarithmen. 

Die Elassenanzahl der quadratischen Formen mit der Determinante 5 ist nun nach Dirichlet 
durch den Ausdruck bestimmt: _ « 

^ ^ log(r+C^l/5);^i W/ r 
Für D ^ b wird T= 9 und C/'= 4; durch Einsetzen erhalten wir somit: 

, . _ 2}/6. 0,6466 _ 4,47214^0,6466 
^^"" loi(9"+4V5) "" log 17794428 ' 
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Das Formensysiem der Determinante 5 besteht also aus Mner einzigen Form. 
(2) J^ 12. Dann wird: 

«-2 (■■)-;■ 

Unsere Formel liefert für a = 12, h ^ 1-. 

r=l • 

Da nun: t ao. fiftA9 

5(2,12) = -», 5(4, 12) --3*«^,, 5(6,12) = ^^., 

SO er£fibt sich: 



Femer ist: n 



ym-^ » __??_. + ...=00117 

-^\r/12 + r 72 10368^ v.uii«. 






Also wird: 



oo 



2 (t) r' " ^''*^^ + ^'^^ ^^ = 0.7597 , 



P< 0,00113, 

Für D = 12 ist T= 7 und U = 2, so daß wir fttr die Klassenanzahl erhalten: 

/f h 9^ — ^V^M597 _ 6,92820 . 0,7697 
"^ lo^l7 + 2 yi2) ~ '~1^"13;92820~' 

Demnach ist die Klassenanzahl der zur Determinante 12 gehörenden Formen gleich 2. 
(3) J ^ 21. Dann wird: « 



Wir erhalten für a = 21, Ä = 1: 

oo 



r=l ' 

Es ist nun: 

5(2,21)=*, 5(4.2l) = -3^„ ^(6.21) = ^, 

also erhalten wir: oo 

y H-^ = *- - -^^ + • • • = 000749 
^\r)21+r 441 194481- ",wr4;;. 

Da weiterhin: 20 

J;(^)' =0,67586, 

SO erhalten wir als Ergebnis: ^ 

^(^)jr- 0,67586 + 0,00749 - 0,68335 , 

P < 0,00084. 

Hieraus ergibt sich für S selbst der Wert: 

S = 1,02503. 
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Für D =- 21 ist T« 55, 17 =• 12, so daß für die Klassenanzahl folgt: 

. V _ 2 }/21. 1,02608 9,16616 . 1,02608 ^ 9,16616 . 1,02603 

^ '"*" log (66 + 12 }/2l)"' log 109,99096 ^ 4,700398 ' 

g(2l) «^ 1,99862, 

Also ist die Anzahl der Klassen der zur Deteiminante 21 gehörenden Formen gleich 2. 



Vorgelegt sei die Funktion: 
dann ist die Summe zu hilden: 



in. 



/(a;)= — , 



CO 



'^ /J\ sin{a + rh) 



und zwar ffir Werte von A, bei welchen sie konvergiert. Die vorgelegte Summe zerlegen wir durch 
geeignete Zusammenfassung einzelner Glieder in Teilsummen und erhalten: 

g ^— 1 OD 

Dieser Ausdruck wird nur dann eine konvergente Beihe darstellen, wenn die von q abhängigen Teilsummen 
bei festgehaltenem r konvergieren. Wir untersuchen deshalb nur eine derselben und setzen: 

OO OO 00 

> — V 1— i - -^i =■ — S i + sm (a + 5/0 / - ,- ,— ,- ^, + cos (a + sli) 7, - - r—^v ^Ti' 

Nach bekannten Regeln konvergieren die Reihen: 

OD 00 

^1 sin pÄ , ^1 cos p% 

^mJ aA-dh-^-qh ^/ a + «/»-f p^ 

p=i ' ^ ^ P=«i ' ' *^ 

für < Ä < 2jr, also unsere entsprechenden Reihen für < ä < — • Für diese Werte von Ä ist also 

auch die Reihe: « 

^/^\ sin (a + rÄ) 

^^ \r / a -f rÄ 

r = l ' 

konvergent; das Resultat bleibt bestehen für a «» 0. 

Bei der Summierung der unendlichen Reihe unterscheiden wir wieder die beiden Fälle J 0. 

(1) J>0. Dann ist: 
2 (v) ^? - ^(2, ^)zfMr (cx>) - /'(a)) + 5(4, ^)(zf;OMr (oo) - T («)} + • • ' 

r=l ' ' 

Es soll jetzt auch die rechte Seite auf ihre Konvergenz untersucht werden; denn in diesem 
Falle sind wir berechtigt, das Restglied fortzulassen. Das allgemeine, von x == (x> abhängige Glied kann 
geschrieben werden: 

Wir schließen nun genau wie Saalschütz ^^), der nachweist, daß der Ausdruck in den eckigen 
Klammern für o? = cx) in jedem Falle gleich Null wird. Dabei ist es gleichgültig, ob n endlich bleibt 
oder sich selbst unabhängig von x der Unendlichkeit nähert. Femer ist: 
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Demnach werden alle Glieder: 

verschwinden, wenn auch der Faktor ^^ — —z — sich mit wachsenden Werten von n der Null nfthert oder 

doch endlich bleibt, d. h. aber sicherlich för: 

0<Ä<^. 

Unter dieser Bedingung wird also die Reihe der von x ^ oo abhängenden Glieder stets 
verschwinden, so daß nur die Beihe der Glieder mit a übrigbleibt, denen wir analog Saal schütz die 
Form geben wollen: / i « r a' na 1 Tä 1 

Bezeichnen wir: «, 

so läßt sich unsere Beihe nunmehr in der Form schreiben: 

^^ \r/ a-\-rh l 1 (2«)* * ' 2 (2«)* * 3 (2«)* * ' J 



7 o.f o.r 



wobei die Größen -^j, -^j, -^j, . . . -^j, -^j, -^3, . . . lauter positive echte Brüche bedeuten und die Größe 
a <i 2 gewählt werden muß. Für die angegebenen Werte von h konvergieren die Reihen in den Klammem. 
Setzen wir noch a = 0, so verschwindet die rechte Seite der Gleichung völlig, und wir gelangen zu 
dem Resultat: ^ 

Da die Sinusfiinktion eine ungerade Funktion ist, so bleibt die Gleichung bestehen, wenn wir — h 
an Stelle von h setzen; substituieren wir noch 2nz für h^ so erhalten wir für: 



in Übereinstimmung mit Berger die Gleichung: 



1 ^ ^ 1 



OO 



2{iy^^=^- 



r=l 



(2) J <C0. Wir erhalten die Darstellung: 



OO 



Das allgemeine Glied der von 2) = (X> abhängigen Reihe lautet: 



00 

2« 



B(2n +.1, ^) (- .nr f^^-'m =- (- 1)"+^ '\tf^-^'' - 2 {D ^f ^ [^'''' ^Ti\ 






Wir bilden' den 2n. Dififerentialquotienten auf doppelte Weise und finden zunächst nach der 
Regel von der Differentiation eines Produktes: 

Hieraus geht hervor, daß für ä* > 2« und x =^ oo alle diese Glieder verschwinden müssen. 
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Femer finden wir aus der Reihenentwicklung der Sinusfiinktion: 

f%n) (^) ^ (_ ^)'' (2^4: i "" 2!(2n + 3) + 4T(2;i; + 6) T ' ' •)• 

Verfahren wir hier ftbnlich wie Saalschütz, indem wir nacheinander gewisse Reihen absondern, 
so erhalten wir: 

pn) (^) „ (_ 1)« ^.^1^ ^ I COS X + -^-- [sin X - 2 /:^-- (cos X + j^ { sin o; })J |. 

Hierfür kann abgekürzt geschrieben werden: 

4'-' [-^) = (- 0» 8„+ 1 {* C08 o: + -2;^+^}, * ^ 2«, 

wobei <& und -d^ positive echte Brüche sind und die Reihen darstellen: 

"^ "^ ^ " (2 n + 2) (2 n + 3) "^ (2n + 2) • • • (2n+'6) + ' " 

. a;* au* 

(2n + 3) (2n + i) "*" (2n+>) ' •'• (2n + 6) "*" " ' 

Aus dieser Form folgt das Resultat, daß die Differentialquotienten unserer Funktion auch für 
alle Werte x^^^n und x ^ 00 verschwinden müssen. Damit ist der Beweis erbracht, daß die Reihe 
der mit 2) » cx> gebildeten Größen vollkommen unabhängig von n in jedem Falle der Null gleich werden 
muß, wenn für die gleichzeitig auftretenden Faktoren dieselben Bedingungen gelten wie beim vorigen 
Beispiel, d. h. aber, wenn h den Ungleichungen genügt: \ 

Demzufolge bedürfen wir nur noch der mit x ^^^ a zusammenhängenden Glieder, und unsere 
Summe nimmt, wenn wir auch hier die Bezeichnung einfthren: 



00 



* = i 
die Form an: 

00 



^ u)ifc2T=-i='^^8«-i' 



Z(T)-iT^-'^(^^'^)--^ --'^^ ^«+f (2V ^s + *-') 

-«K-zfsina{3 - ^^^j» ^3 + 5: 3 "(g^)^ ^5 + 774 -(2«)'" ^ + T 

Es gelten dieselben Schlußfolgerungen wie vorhin; unsere Reihe besitzt auch für negative A 
einen endlichen Wert, der aber diesmal für a » nicht selbst der Null gleich wird, sondern in der 
Form geschrieben werden kann: 

OD 

2(t)^= - *(!' ^) - -»(3' ^) (- ^Ä)»/"(0) - ß(5, A) (- ^A)VW(0) - • • • 

r=sl 

Da nun: 11 1 

f"(o)=-{, fW(o)=|, f(.)(o)=--;-, ... 

so ist: 

r = 1 

Indem wir auch hierin h, ^^^m setzen, gibt uns also unsere Summenformel ein Mittel, den 
Wert dieser transzendenten Funktion fär negative A in allen den Fällen zu berechnen, in denen z den 
Ungleichungen genügt: 
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Es ist: 

00 00 



2 (f ) ^^-^*^ = 2 «. 2 (- 0* ^=^^ ^ (2^ - 1. ^)- 



r = l * = 1 



Zahlenbeispiel: ^/ = — 7, ^ = y; f £; = — j • 



^ «in — 



{—)—/— j[-'>(h-1) + S(.S,-7)^-B(S.-7)'^ + B(,7,-7)'^-B(9,-7)^±--] 



r = l 

5(1,-7) 1, i?(3,-7)=.J„ 5(5.-7) = -^-,% £(7,-7)-i^., 5 (9, _ 7) = - 5|^' 



* Bin 



r = l 



'^ /-^\ 7_ _ «^ r. , 85* 8«^^ llftS ar^ 565184^» l 

^^ \ r / r y L 3 ~7» "^ 3!6.~7* "^ 7 ! 7« "*" 9 ! 7«^ "* J 

- y [l + 0,0767 + 0,0108 + 0,0012 + 0,0004 + • • •] 
= ^ . 1,0891. 






2 (^) ,;'-- 0,4888. 

r=sl 






Verallgemeinern wir nunmehr die vorgelegte FunktioB, indem wir statt ihrer die folgende wühlen: 

sina; 

wobei s eine positive ganze Zahl bedeutet, so konvergiert die zu summierende Reihe: 

^ /jd\ 8in (a4-rfe) 

für alle Werte von Ä, die den Ungleichungen Genüge leisten: 

< * < !*• 

Wir unterscheiden wieder dieselben zwei Fälle ^/ ^ 0. 

(1) ^> 0; a) g=3 2w+ 1, m>:0. 

Um die Konvergenz der rechten Seite der Summenformel auch für a = aufrechterhalten zu 
können, bedürfen wir statt der vorgelegten Punktion f{x) einer Hilfsfnnktion f^{x) von der Form: 

/./N ßinaj^l 1 _ , s^ 1 

Wir gewinnen ams ihr zunächst die Darstellung: 



00 



2 (f ) /i(« + '•'') = -B(2, ^j ^M/ic«') - /•;(«)} + 5(4, ^) (JÄ)»{C(~) - C(«)} + • • • 

r=l 

Ganz analog den vorhergehenden Untersuchungen ergibt sich die Konvergenz der Reihe rechts für: 

0<1,<% 

insbeso&dere werden für o; -» oo auch hier alle von x =^ h abhängigen Glieder gleich Null, während sich 
die Differentialquotienten von f^ (a) folgendermaßen schreiben lassen: 



riin-ur \ f iw-;-« (2w-l)! f. . (2m+ 1)«-'- a • cosai _^ 

'^ \ y \ / (2n + 2w)!l 2w + 2wi + l J 



^ 
O' 



< 1. 



41 



Diese Darstellung läßt erkennen, daß ftir a » die von a abhängige Reihe ebenfalls ver- 
schwindet und wir mithin das Besultat gewinnen: 



"^ (J\ J flinr^ 1 1 _. I r -i^m 1 



= 0. 



Multiplizieren wir diese Gleichung mit: 



Sm+l 



und setzen h ^ 2%^, so erhalten wir fEtr: 



(2«) 



1 ^ ^ 1 



2(-l)«+lV^ 






(2«;f) 



«m— 1 



(2* 

Da nun aber: 



(2j»-l)Ir« 



0. 



2(_i)'»+^y^ 



und 



-(-•-)-^^li^I(f)^ 



m 



9>(if, m,J)=^^ j^^ ^*, 

* = i 
so erhalten wir die bekannte Beziehung: 

(b) g==" 2w, w > 1. ' 

Um den Wert a ==» mit einschließen zu können, wählen wir die Hilfsfunktion 



w>l, 



w> 1, 



/iW 



Binac 



Im 



^m-1^3! ,.«m-8^ ^\ '^ (2m -1)1 X 



Durch Anwendung der Summenformel erhalten wir die Gleichung: 



OD 



2'' 

r=sl 



(i) fi (« +rh) = B (2, J) Jh [ f[ (oo) -f[(a)] + B (4, J) (Jh)' [ f^' (oo) - /;" (a) } + 



2« 



Die Reihen auf beiden Seiten konvergieren für < Ä <— , die Reihe rechts auch noch für Ä =» 0. 

Die Glieder der von 2) « cx> abhängenden Reihe besitzen sämtlich den Wert 0, weil die entsprechenden 
Dlfiferentialquotienten verschwinden. Hingegen läßt die dem Ausdruck f^^^^^ifi) gegebene Form: 



^(.-x) (a) - (- 1)".+« -. ■J'LV;!' , (o . cos « + 



2m^'o;8ina 



2m + 2 



na) 
n ] 



0< 






< 1 



erkennen, daß die noch übrige zweite Reihe der rechten Seite für a «= einen endlichen, aber von 
verschiedenen Wert erhält. Wir finden also für a = 0: 



'^ /J\ j 8iu^ 1 .1 1 



8 



T •••+(- 1) 



m - — 



(2i»-l)I rÄ 
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Der gesuchte Wert der transzendenten Funktion selbst läßt sich demnach fOr: 

— ^^Ä^ — 
wie folgt darstellen: 

^\r) i^m -^ Vr/ L^m-1 8!-^m-«^ ^^ >* (2m-l)! r 

-r<. i; L^'^' '"''(21» + 1)1 ^\*^^) (2m + 8)l ^ J 

Führen wir abermals ^itz für 1% ein, so ergibt sich für: 

^(^■-^-zj(^(-')'- v>-'';,^"::... +2(-')'^-^(^Mg^ ''',f:r.'r-i;r""' 

(2)£<_0. 

Wir legen den folgenden Betrachtungen wiederum von Anfang an zwei Hilfsfunktionen zugrunde, 
die in den Fällen für ungerade oder gerade Werte von s mit den Funktionen j^ {x) bei positiver Dis- 
kriminante übereinstimmen. Es gelten im allgemeinen dieselben Schlüsse, nur bedürfen wir hier der 
geradzahligen Differentialquotienten. Soweit diese von 2) =» cx) abhängen, verschwinden sie sämtiich und 
mit ihnen die zugehörigen Reihen. Ferner läßt sich in Übereinstimmung mit den vorigen Untersuchungen 
beweisen, daß für ^ « 29n auch die von a abhängige Reihe a =» selbst den Wert annimmt, so daß 

sich das Resultat ergibt: 



y f^M-""— ^— ± • • • + (- D" - 



\r\ 



-0, 



welches darch geeignete Umformung in die bekannte Gleichung übergeführt werden kann, die fQr 



1 -^ ^ 1 



Geltung besitzt: 



2 (- ly« V- z^ ^ tA\ Bin2r«j5 / o ^\ -«s i 



Für 5 =» 2m + 1 ist die von a abhängende Reihe zwar auch konvergent, hat aber einen von 



Null verschiedenen Wert. Wir erhalten: 

oo 



;;^iU/l(rÄ/"'+i~(rÄ)*'»*""'^^ '' (2«- 1)1 (rÄ)' 
Der Wert der Sinusreihe allein läßt sich dann für Ä = 27rje? und: 



1 ^ ^ 1 



folgendermaßen darstell en : 

7* = 1 Ä = l r =s 1 N ' 



oo 



2*-8/9.*«^«'» + «*-l 



+ 2 (- ')'" ^^'^ilrSSF--- *(" - '. ^). "S » 



_ (2w + 2A;-l)! 
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Im Anschluß hieran wollen wir uns gleich noch die Funktion vorgelegt denken: 

008 a; 



m 



1^' 



die mit der vorigen im engsten Zusammenhange steht, und zwar sollen anstatt der vier Fälle diesmal 
nur zwei unter der "Voraussetzung, daß a » ist, behandelt werden. Es läßt sich leicht nachweisen, 
daß der Eonvergenzbezirk der entstehenden Reihe: 



r = l 



^ /J\ cos (g + rh) 
^ Vr) {a + rhy 



mit dem der Sinusreihe völlig übereinstimmt. 

Die Annahme a»0 bedingt die Wahl einer Hilfsfunktion fi(x): 



coBo; 1 



wobei für 5 =» 2fn auch /f > angenommen sein möge. Wir erhalten dann durch Anwendung unserer 
Summenformel: 



00 



r = l 



(t) /i (« + rh) = B (2, J) Jh { /; (oo) - r, (a)} + B (4, J) (J hf { /J" (oo) - f'' (a) } + • • • 



Nach den bekannten Methoden von Saalschütz ergibt sich nun, daß die Reihe der von o; = cx) 
abhängigen Glieder verschwindet; weiterhin lehrt die leicht herzustellende Form des Differentialquotienten: 



daß dasselbe auch für die mit den Größen a =» gebildete Reihe gilt. Somit finden wir: 



'JrKl, 






Hieraus folgt aber für Ä «= 2icz. z "^ ts ^ -i^ 



^^i"!?) '^ - - «^(^' 2«' ^) + ^(2-' ^)}' n, ^ W > 0. 





Für J <iO sei 5 = 2»i — 1 gewählt. Dann bedürfen wir der Hilfsfunktion fi{x): 

f (x) =- -?*^ - ^ j_ _JL__ x . . . 4- r- i> ^ 

'iW aj8w-i a;*"»-* 2! a;*"*"* ^ V ^; (2m- 2)1 x 

und unsere Summenformel liefert die Gleichung: 

^(f)fi(<^ + rh) » B{1, J){f,(oo) - A(o)} + 5(3, ^/)(-./Ä)«{/i"(oo) - f,"{0)] + 

Wiederum verschwinden sämtliche von a; = cx> abhängige Glieder, aber auch die mit a = 
gebildeten werden Null, wie aus folgender Darstellung des Differentialquotienten hervorgeht: 



• • • 






<1 
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Es ist also 



Sm— S 






Setzen wir noch h = 2%z. so wird für ^ < ig < — ^• 



^s^i'(^'5i^-''(''^«-^'^)+^(^"'-^'^)' ->i.^<«- 



(2 TT) 

^ '^ r=l 



Für m =" 1 sind die Qrenzwerte von g ausgeschlossen. 

Dnrch geeignete SpeziaHsiernng in der Anwendung der Summenformel sind wir also imstande, 
die sämtlichen vier in der Berger sehen Arbeit entwickelten Gleichungen fOr die verallgemeinerten 
Bernoullischen Zahlen und Funktionen wiederzugewinnen. 
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